2YLINDER~ UND KEGELSCHNITTE - MOTIVIERENDE 3EISPIELE 5

4. Vogler, Graz

Zusammenfassung

Motivation iat die Voraussetzung flir leden ertragrei-

chen Unterricht, denn der vielfach nur am Rande

interessierte Schiller hilt Jden Lehrstoff fiix irrele-

vant. Die ebenen Schnitte der Drehzvlindexr und Dreh-

kxegel gehSren mit Recht zum Inhalt jedes Lehrganges

aus Darstellender Gecmetrie und der Lehrer steht vor

der Aufgabe, die Schiiler dafiir durch Anwendungsbei—

splele zu motivieren, Solche gibt es in groder 2ahl;

sie stammen aus der Baukunst (Gewdlbeformen) und aus

der Technik (Rohrverbindungen). Geometrisch gesprochen

tritt dabei das Zerfallen der Schnittkurve zweier

Drehyzlinder bzw. Drehkegel in zwel Kegelschnitts- g
linien auf. Eine elementargeometrische Uberlegung |
macht dieses Phinomen einsichtig und damit an der

H8heren Schule lehrbar. Die auch zeitlich nicht auf-

wendige Herleitung er8ffnet dem Lehrer ein weltes

Feld von motivierenden Beispielen, die eher auf das

Interesse der Schiller hoffen dlirfen als blos8 "theore-

tische®™ Aufgaben.

1.) Vorbemerkungen
Wie bereits aus dem Titel zu entnehmen ist, hat mein
Vortrag eine stark methodisch-didaktische Xomponente.
Mein Anlieqen gilt der Motivation des Schlilers durch
geschickt ausgewdhlte Anwandungsbeisplele. Ohne

Motivation geht ja e2in fachlich noch so gegllickter
Unterricht am Schiiler nahezu spurlos vorbei. Erst
Motivation, die einerseits die Neugierde des Schillers
erweckt, die ihn andererseits vom auRerfachlichen
Wert des Lehrstoffes unmittelbar flberzeugt, versetzt
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ithn in eine geistigs Cestimmthelt, Aem vem Lehrerx
dargebotenen Bildungsgut niher zu treten. Fach=
imsanente Motivation kcsat aui siner frithen Stufe

des Unterrichtes in einer Wiasenschaft kaum in Frage:
Wie sollte auch ein Schiller fiir die Beschdftigung

mit den als schwer, trocken, ja lebensfremd gelten-
den mathematischen Wissenschaften gewonnen werden,
indem man ihm die Bedeutung des ihm vorgelegten Lehr-
stoffes fliir den weiteren Ausbau mathematischer
Theoxrien vor Augen hilt. Dazu milssen schon aufer-
mathematische Bereiche herangezogen werden, die der
-Schiller zumindest teilweise aus sigener Erfahrung
xennt und in denen er vialleicht sogar schon selbst
Erfahrungen gesammelt hat. Zur Motivation bieten

sich im Mathematikuntarricht an der AHS im Wesent-
lichen zwef Bezugspunkte an; die eine Gruppe betrifft
dfe zahlreichen und vielfdltigen Anwendungen im tech-
nisch-naturwissenschaftlichen Bereich. Die anderen
sind merklich seltener und weit weniger bekannt; sie
han@eln von den Beziehungen zu den Humanwissenschaf-
ten, somit von der Wirkung der Mathematik auf unsere
Kulturumwelt, Mathematik entstand ja auch aus dem
Streben der Menschheit; sich die Umwelt erfagsbarer

zu machen. Mathematik wurde so zu einem sehr probaten
Hittel; dife Umwelt nach GrdBe, Gestalt und Zahl zu
erfassen. Dieser Zug kcmmt leider durch die Betonung
ihrer strukturellen Natur im Unterricht neuerdings

zu kurz. So betrachtet, gewinnt das Fach Darstellen-
de Geometrie filr den Unterricht an den Hdheren Schu-

len eine neue, ausgleichende Dimension.

Dem Fachkundigen ist der wissenschaftliche In-
halt des Vortrages in wenigen Minuten zu vermitteln.
Es handelt sich um das Phdnomen, daf die Durch-
dringungskurve von zwei Drehflichen 2. Ordnung, die
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derselben Kugel lings je eines Parallelkreises be-
rilhrend umschriebean sind, aus 2weil Kegelschnitts-
linien besteht. Dieser Sachverhalt ist altbekannt
und wird seit langem in darstellend-gsometrischen

Beispielen verwendet.

tblicherweise zieht man zum Beweis Methoden der
algebraischen Geometrie heran, ohne diese Methoden
selbst in Université&tsvorlesungen einwandfrei zu be-
griilnden. Man argumentiert: Die in Rede stehende
Durchdringungskurve ist von 4. Ordnung und hat in
den Schnittpunkten der Berilhrkreise der Drehflichen
mit der Kugel zwei Doppelpunkte, da sich ja dort die
befden Drehflichen und die Kugel berithren. Jede
Ebene, dfe die beiden Doppelpunkte und einen welteren
Kurvenpunkt enthd3lt, hat im Sinne der algebrailischen
Wurzelzdhlung mit der Durchdringungskurve 5 Schnitt-
punkte gemeinsam und enthdlt deshalb eine Teilkurve
der Durchdringungskurve. Als ebener Schnitt mit einer
Fldche 2. Ordnung handelt es sich um 2ine Kegel-
schnittskurve, als Restschnittkurve bleibt gleich-
falls eine Kurve 2. Ordnung ibrig.

Diese Einsicht ermdglicht die rasche Konstruktion
der Durchdringungskurve im vorliegenden Fall; die
Lésung ist auf die Konstruktion ebener Schnitte zu-
rickgespielt. Vielfdltige Beisplele aus den Anwendun-
gen - Gewdlbeformen und Rohrverbindungen - betreffen
die Durchdringungskurven von Drehzylindern bzw. Dreh-
kegeln, die einer Kugel berilhrend ldngs je eines
Parallelkreises umschrieben sind. Diese Beispiele
s8ind demnach konstruktiv schon zu bewdltigen, sobald
im Unterricht die ebenen Schnitte dieser Fldchen be-
sprochen worden sind und der Schiller die eingangs
behandelte Aussage {ilber den Zerfall der Durchdrin-
gungskurve solcher Flidchen kennt. Er lernt dabei auch ein




-‘5'9'-

an und fiir sich interessantes und wichtiges Phincmen
kxennen, das der Fachmann als das Zerfallen einer
algebraischen Xurve beszeichnet. Die vorhin skizzier-
te Begrlindung ist dem Schiler allexdings nicht ein-
sichtig zu machen und verwirrt ihn meines Erachtens
mehr als sie auch als blos heuristische Anleitung
kl3rt, da ja dem Schiller wichtige Begriffe - 2.B.
der der algebraiachen Raumkurve und der ihrer Ordnung -
fehlen. Eine blofle Mitteilung der Tatsache des in
Rede stehenden Zerfalls der Schanittkurve 4. Ordnung
reduziert den Unterricht auf die blofe Bffnung eines
xuriosititenkabinettes und vermittelt den Lehrstoff
weit unter den MBglichkeiten, die er bietet. Von
elementaren Herleitungen und von darauf beruhenden
Anwendungsbeispielen sei im Folgenden die Rede.

2.) Ein Nachweis mittels analytischer Geometrie
Wir beziehen den euklidischen dreidimensionalen Raum
auf ein kartesisches Normalkoordinatensystem {0; ,%x,Y,2)
und beschrinken uns vorerst auf die xz-Ebene. Durch

X3 4 22 = a2 (1)

ist ein Kreis kX mit dem Radius a und dem Mittelpunkt
O0; durch

z-b=9, b* ¥ a (2)

eine x-parallele Gerade s in der xz-Ebene erfast. Die
Kurven 1 des durch k und s aufgespannten Berlihr-
biischels von Kurven 2. Ordnung - d.s. alle Kurven

2. Ordnung, die k in den auf s liegenden Punkten be-
rithren - haben Gleichungen der Gestalt

X2 + 23 - a2 + aA(z - b)? = 0. (3)
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Bewelas: Jads Xurve 1 des Bilschels {st zur
z-Achse aymmetrisch und besitzt mithin sine Glel-
chung in der x nur guadratisch vorkommt, also von |
der Form:

A(x2 + 22 - a3) 4 Bz2 + 2Cz + D= O {4)

ist. Eliminiert man aus (1) und {(4) die Variable x,
so erhdlt man

Bz2 + 2Cz + D = O, {5)
die die z-Koordinaten der Schnittpunkte ven k und 1
liefert. Wegen der beiden auf s liegenden Berthr-
punkte gilt

Bz2 + 2Cz + D = A (2 - b)3, (6)

womit die Behauptung bewiesen ist.

L3¥8t man k und 1 um die z-Achse rotieren, so
entstehen Drehfléchen 2. Ordnung, und zwar erzeugt k
die Kugel x mit der Gleichung

X2 + y2 + 23 = a2 (7) 4
und 1 die Fliche ¢ mit der Gleichung
x2 4+ y2 4+ 22 - a 2+ A(z - b)2 = 0.

Die Fliche ¢ beriihrt die Kugel » lings des in der
Ebene ¢ mit der Gleichung

z=Db (8)

liegenden Kreises.
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ist 01, i=1,2, eine Drehflicha 2. Orxdnung, die x
lings des in dexr Ebene g5 liegenden RXugelkreises ki
berlhrt, 3o hat ihre Gleichung die Form

x=+y‘+z=-a=+*11‘§'0. i=1,2, (94,2)
wobel durch
L; = A;x + B,y + C;z2+D;, =0 (10)

die Trigerebene €; des Berihrkreises k. erfast wird.

Die Punkte der Schnittkurve d = ¢4 N 45 haben
Koordinaten, die der durch Subtraktion von {%4) und (9,3)
gewonnenen Beziehung

AZL3 - A3L3 = 0 (11)
genligen. Aus

ALY = A3L3 = (VX3Ly + VI3La) (VITL, = vI3La) = O (12)
folgt, daB die Schnittkurve an die Frene . i=1,2,

'1 e e e mL1 "‘mLz'o
2 ... VijLy - VIiaLy = O (12,,,)

gebunden ist. Dies ergibt den folgenden Satz:

Berilthren zwei Drehflichen ’i' i=1,2, von zweiter
Ordnung eine Kugel x l4ngs je eines Kreises, so zer-
féllt ihre Durchdringungskurve in zwei ebene Schnitte
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Anmerkung 1: Die analytische Herxleitung macht
auch Sondexfilla einsichtig, dle auftrsten, wenn ¢,
und e, parallel oder sogar identisch sind.

Anmerkung 2: Die vorgeflhrte Rechnung ist wochl

mit den an der lidheren Schule vermittelten Xenntnis-
sen gerade noch zu bewdltigen, signet aich jedoch
hiichstens fiir Neigungsgruppen aus Darstellender Geo-
metrie. Deshalb soll im Folgenden von @lementargeo-
metrischen Uberlegqungen die Rede sein.

3.) Schnittkurve von zwel kongruenten Dreh-~

zylindern mit schneidenden Achsen.
Zum Verstidndnis flUr das Folgende wird beim Schiller
vorausgesetzt, da8 er den Begriff der allgemeinen

Zylinderfldche kennt und um die perspektiv-affine
Beziehung zwischen zwei allgemeinen ebenen Schnit-
ten dieser Fldchen wei8. Es wird weiters angenommen,
daB er mit den Kreiszylindern vertraut ist, also
zwischen dem geraden Kreiszylinder -dem Drehzylinder
- und dem schiefen Kreiszylinder unterscheiden kann.
Er mu8 auch wissen, das die allgemeinen ebenen Schnit-
te der Xreiszylinder Ellipsen sind, und mit den sle-
mentargeometrischen und affinen Eigenschaften der
Ellipsen, sowie den darauf beruhenden Konstruktionen
vertraut sein.

Beispiel: Wir betrachten zweil kongruente Dreh-
zylinder ¢4 und g3 mit schneidenden Achsen a, und a,.
Sind o4 und o, die Symmetrieebenen von a, und a;, s0
fihrt die Spiegelung an o4 beide Zylinder r, und z,
ineinander Uber. Die Schnittellipse e, von [, mit g,
gehdrt mithin auch dem Zylinder 73 an und i1st somit
ein Bestandteil der Gesamtdurchdringungskurve von Tq
und £3. Gleiches gilt fiir die Schnittellipse von z,
und o3. Die beiden Schnittpunkte C und D von 24 und e,

e A i s
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liegen auf 2iner Normalen n =ur Verbindungsebene T, %)
Jder Achsen a4 und a;; n trifft 3, im Achsenschnitt-
punkt A = a, N a;. Beida Zylinder haben weiters in C
und D jeweils dieselbe Tangentialsbene, berithren
sich also doppelt.

Anmerkungen: Der Wert dieses Belspiels besteht
gerade darin, dad dem Schiller das Zerfallen der

Schnittkurve auf eine ihm einsehbare Weise begriindet
werden kann.

£3 148t sich auch ganz einfach verst¥ndlich
machen, é@ﬂ die Zylindex ¢4 und [, aufer den Ellip-
Ben @y, und 8z keine Punkte gemeinsam hahen. Jede Er-
zaugende von 7y schneidet ja r, hichstens in zwei
Punkten; da sie auch die Ebene a4, und g3 in je einem
Punkt triffr, milssen ihre Burchstofpunkte =ait r, den
£benen oy 2nd 03, also den Ellipsen 2, und 2, ange-
hdren,

1.) Anwendung von Gewdlbeformen

Dle folgenden Beispiele sind Anwendungen bzw. Weiter-
entwicklungen dex unter J,) gel8sten Aufgabe, die
Durchdringungakurve von 2 kongruenten Drehzylindern
mit schneidenden Achsen zu bestiwmmen. Da es sich da-
Lel um hiufig auftrstende GewSlbeformen handelt, ge-
hrea sie zum Frfahrungsberelich des Schiilers und ge-
ben 30 ein2 Motivation, sich mit den sbenen Schnitten
wvon Zylinderflichen zu héachaftig@n_ Beziehungen zur
Bankunst und zur Xunstgeschichte liegen auf der Hand.
Selbstverstindlich kann man mit Jdemselben Recht auch
Rohrverbindungen verwenden; da diese h#ufig herange~

*) %4 wird zweckmiBSigerweise als GrundriSebene ge-
deutet. Aus Platzmangel wurde auf die Wiedergabe der

einfachen Konstruktionszeichnung verzichtet.
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zogen werden, kam 28 mir darauf an, gine Lanze filr
die Gewdlbeformen zu brechen. Durch den Bszug 2ur
xulturumwelt kann auch aine Motivation technisch
kxaum interessierter Schiller erwartet werden.

Beispiel 1: Abb. la zeigt ein Kreuzgewdlbe,
Abb. 2a ein Xlostergewdlbe. Beide Uberdecken einen
guadratischen Grundris; die Gewdlbefliichen liegen auf
kongruenten Drehzylindern mit orthogonal schneidenden
Achsen. Die GewSlberippen sind kongruente Halbellip-
sen. Das RreuzgewB8lbe besteht aus 4 *stirntelilen”,
das Klos;ergew&lbe aus 4 "Wangenteilen”. Die an bei-

den Gewdlben zusammen gjenommenen, materiell vorhan-
denen Teile srgeben die kcmpletten oberen Adlften der
an der Durchdringung beteiligten Drehzylinder.

Anmerkung: Abb. 3 zeigt die Uberdeckung eines
regelmdsigen Fiinfecks durch Teile von 5 kongruenten
Drehzylindern, deren Achsen sich im Mittelpunkt des

Filnfecks  schnelden. Da benachbarte Drehzylinder durch |

Spilegelung ineinander {ibergehen, liegen die Gewllbe-
rippen auf Ellipsen. Man erkennt, das jedes regel-
misige Vieleck durch ein Xreuz- oder RKlostergewdlbe
Uberdeckt werden kann. Abb. 4b zeigt die Uberdeckung
eines regelmipigen Achtecks durch ein Klostergewdlbe.
(Die Beleuchtung. wird durch 8 zylindrische Stich-
kxappen ermdglicht. Dadurch entsteht eine auch in der

- modernen Kirchenarchitektur verwendete Gewdlbeform.) .

Beispiel 2: Abb. 1b und 2b illustrieren die
berdeckung von rechteckigen Grundrissen durch ein
Kreuz- bzw. Xlostergewdlbe. Dabei geht man von Dreh-
zylindern mit Basiskreisen {ber den kiilrzeren Recht~-
eckseiten aus und ermittelt die Uber den Diagonalen
liegenden elliptischen Cewdlberippen; letztere liegen
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auf elliptischen Zylindern mit Basisellipsen iber
den lingeren Saiten des Rachtecks. Eine Variante
entsteht, indem man von Drshzylindsrn ausgeht, deren
Pasiskreise ilber den lingeven Rechtecksseiten liegen.

Beispiel 3: Abb. Sa zeigt die Uberdeckung eines

guadratischen Grundrisses durch ein Kreuzgew8lbe mit
stelgendem Stich. Das Gewdlbe besteht aus Teilen von
4 kongruenten schiefen Kreiszylindern; benachbarte
besitzen eine Symmetrieebens, die jewells eine Qua-
dratdiagonale enthilt. Die CewBlberippen sind 4
Bllipsenb®gen, die jeweils won konjugierten Durch-
messern begrenzt werden. Abb. 5b zeigt die analoge
Jberdeckung eines rechteckigen Grundrisses, Abb. 4a
die eines regelmiB8igen Sechseckes durch =in Kreuzge-
w81lbe mit steigendem Stich.

Beiépiel 4: Abb, 6 zeigt die Uberdeckung eines
blo8 einfach axial symmetriaschen fiinfackigen Grund-
risses durch oin XreuzgewBlbe mit stelgendem Stich,
Die GewSlbefilichen liegen auf 4 Zylindern. Man nimmt
den Gewdlbesacheitel in der Symmetrieebene geeignet
(d.h. geometrisch beliebig) an und legt die Rippen
d=2a Gewdlbes in lotrechtes durch den Cewdlbescheitel

jehende Fbenen. Aus zinem passand angenommenen Zylin-
der lassen sich dann die flbrigen konsatrxuieren. Eln
golcher Grundri8 ist beispilelsweise auf der Burg
Lockenhaus durch ein analoges GewSlbe Ubexrdeckt. Die
hier gegebene L3¥sung ist allerdings der Wirklichkeit

gegeniber vereinfacht.

Die angefllhrten Beisplele erheben kelnen Anspruch
auf eine vollstindige Wiedergabe der Formenwelt aller
aus dem einfachsten Xreuz- oder Klostergewdlbe Uber
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einem quadratischen Grundris herleitbaren Gewdlbe-
formen; sia wollen als Beispiele verstanden sein und
zu welteren Entdeckungsrelsen anragen.

Bemerkung: Bei der Uberdeckung eines guadrati-
schen Grundrisses durch ein Kreuzgewlbe mit stei-
gendem Stich (Abb. 5a) liegen die Gewdlbeteile auf
4 kongruenten achiefen Kreiszylindern; benachbarte
besitzen eine lotrechte Symmetrieebene, die eine
Diagonale des Basisquadrates enth$it. Aus diesem
Grunde treten ja 4 Viertelellipsen als GewBlberippen
auf, FlUr geometrisch Interessierte Leser sei die
vollstdndige Durchdringungskurve von zwei zu einer
Ebene - etwa der AufriBebene x5 - symmetrisch lie-
genden schiefen Kreiszylindern mit elementaran Metho-
den ndher untersucht (Abb. 7).

Die Schnittellipse beider Zylinder ¢, und ¢, mit der
Aufrigsebene heiBe k.; die Umrilderzeugenden ug und v, von
g, Gberdecken sich im Aufrig; es gilt uf = v, und

uz —- v3. Um Punkte dex Duzchdrlingungskurve zu ermit-

teln, verwendet man zwelitprojizierende Hilfsebenen n,die zu den

Erzeugenden beider Zylinder ¢, und ta parallel sind;
es gilt also n"']ui ilv Die Ebene n schneidet -
bei geeigneter Wahl - 3eden Zylinder L4 und sz nach
Srzeugendenpaaren, die zusammen einen Zu 13 symmetri-
schen Rhombus mit den Ecken ACBD bilden. Bin Gegen-
eckenpaar fdllt auf k,; die Aufrisse des zweiten
Gegeneckenpaares in den Halbierungspunkt venm 2B.

Die gemeinsamen Punkte von g, und Za = 3cfern sie nicht auf
ks liegen - geh8ren mithin einer zweltprojizierenden
Ebene 9 an, deraen Aufris ?" der zur Richtung ui kon-
jugierte Durchmesser von k4 ist. Auch hier besteht
die vollstdndige Durchdringungskurva aus 2 Ellipsen,
k1 und ka, die in Ebenen 13 und ¢ liegen.
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5.) BEin 2lementarer Paweis filr daa Zerfallen der
pDurchdringungskurve rweier Drehkegeln, die derselben
Kugael berithrend umschrlsben sind.

Die folgenden Uberlegungen stammen 2aus einer kleinen

Note, dile in japanischer Ubersetzung im ®"Journal of

Graphic Science of Japan®", Bd. 25, p 21 -23 erschienen
ist.

wir legen die Achsen a, {i = 1,2) Jder beilden Drehkegel
§ =1, 2) mit Scheiteln Si in die GrundriBebene x4.
3 Eer Punkt O = a3 N aa sel Mittelpunkt einer Kugel n,

die beide Drehkegel lings je =ines Parallelkreises

b {1 = 1,2) berithrt; sie liegen in erstprojizierenden

Ebenen e i = 1,2). Die UmriSerzeugenden v, und w, von

berﬂhrmn den in 14 liegenden Umrifkreis uy von x in

dnn Schnittpunkten v € v, bzw. W € w, von s' mit u,

{({Abb. 1). Die vier Schnittpunkte 1 = we I Va, 2 - v,l1w3,

3 =va N wy und 4 = wy NI wa sowie die zu 1, symmetri-

schen Schnittpunkte Di(i = 1,2) der Rerilhrkreise by und

bz gehdren der purchdringungskurve k der belden Drah=-

xegel an. Da beide Xegel zu 1, symmetrisch sind, allt
dies auch fiir ihre Durchdringungskurve k; ihr Grundris
k' ist somit doppeltilberdeckt. Um weitera Punkte von
| k zu ermitteln, verwenden wir #ilfskugeln 3 mit dem

g Mittelpunkt O; eine solche sel durch ihren in 4 lie-

| genden UmriSkreis i, festgelegt. Die mit =2inem geeig-
neten Radius gewdhlte Kugel % schneldet yy und ya nach
je zwel Parallelkreisen in projizieranden Ebenen L2
bzw. 4 1 = 1, 2)(Abb. 8). Die Schnittpunkte P' = 91 N 93,
Q' = y, N3, R'= 43 n ?; und T' = #1008 gehdren dem
Grundrid X' der Xurve kX an. Aua elementaren Eigenschaf-

ten der konzentrischen Kreise u, und u; folgen die
é Streckengleichheiten: 1V, = 1V3, 2V4 = 2W,, 3Va = 3W,
‘ und 4Wy = 4Wa. Weiters ist V1 Halbierungspunkt der auf
v, und W, Halbierungspunkt der auf w; liegenden Punkte
von v' und 0'. Da die auf v, und w, liegenden Sehnen

von u: gleichlang sind, fihrt die zentrische Ahnlich-
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keit mit dem Zentrum 3, die tj nach (bzw.@d) bringt,
auch €3 in 9 (bzw, ¥}) und damit D} = D} in R® (bwz. ')
Uber. Die Punkte 3, D} = DI, R' und Q' liegen scait auf

einer Geraden o!
man, da8 auch die Punkte 1, 4, D! = D§,P' und T°

a» die auch 2 enth¥it . Analog za2igt

auf

einer Geraden o) liegen. Dia erstprojizierenden Fbenen
94 und o3 mit den Grundrissen o} baw. 0, schneiden so-
mit y4 nach Kegelschnitten k4 bzw. ka, die auf Grund
der Xonstruktion auch auf y, liegen. AuBSerhalb von X,
und ka kann es keine gemeinsamen Punkte von v+ und vya
geben, da ja jede Erzeugende von vy, den Regel va
h8chstens in 2zwel Punkten schneidet, von denen je

ainer in dé; Ebene 04 bzw. 03 liegt.

Der angegebene Bewels gilt auch dann noch, wenn 2in

Drehkegel durch einen Drehzylinder ersetzt wird,

der

die Xugel x l3ngs sines GroBSkreises berilhrt. Treten an
die Stelle beider Drehkegel Drehzylinder, die der
Kugel » 1li3ngs je'gines GroBkreises beriflhrand umschrie-
ben sind, so folgt das Zerfallen ihrer Schnittkurve
in zwel Ellipsen bekanntlich aus Symmetriegriinden.

Als Anwendung zeigt Abb. 9 die Ronstruktion eines Ver-

bindungsatiickes fiir zwei drehzylindrische Rohre Ei, 1 =1,2

mit verschiedenen Durchmessern. Ihre Achsen a, und a;

sind in der Aufrifebene ny angencmmen. Ist L i
2ine Kugel, die €5 ldngs eines Grosdkreises 1i’ i
berithrt, so zerfdllt die Durchdringungskurve von
dem gemeinsamen Tangentialkegel 4 beider Kugeln.

= 1,2

= 1,2

Ei mit
Liegt der

Regelscheitel S auBerhalb der Kugelmittelpunktsstrecke
M M;, s0 enthiilt dieser Kegel ein Verbindungsstiick der

Rohre, das an jedes Rohr mit einer Ellipse ki, i

Ebenen si.

= 1,2 in

i = 1,2 anschlieBt. Die Herstellung des Ver-

bindungsstiickes aus Blech kann nach seiner Abwicklung

unschwer bewerkstelligt werden.

e TS
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Uberdeckung eines unregelmiiBigen Grundrisses
Kreuzgewdilbe mit steigendem Stich Uber einem

allgemeinen Finfeck

Abh. 6
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